
Лекция №7 

Оценка сложности алгоритмов 



Оценка сложности поиска в АВЛ-
дереве 

Два крайних случая АВЛ-деревьев это: 

(а) совершенное дерево – все узлы имеют 
показатель баланса 0; 

(б) дерево Фибоначчи – все узлы, кроме 
листовых, имеют показатель баланса +1, либо 
все узлы, кроме листовых, имеют показатель 
баланса –1. 
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Крайние случаи АВЛ-деревьев: 
 (а) совершенное дерево; 

(б) дерево Фибоначчи 
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Не для каждого набора ключей можно 
построить совершенное дерево, равно как и не 
для каждого набора ключей можно построить 
дерево Фибоначчи. Но эти деревья позволяют 
оценить диапазон возможных высот АВЛ-
деревьев. Совершенное дерево является 
частным случаем идеально сбалансированного 
дерева, поэтому оно имеет минимально 
возможную высоту для данного количества 
узлов. Дерево Фибоначчи, напротив, имеет 
максимально возможную высоту для данного 
количества узлов, при условии, что 
сохраняются свойства АВЛ-дерева.  
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В совершенном дереве у каждого узла, 

кроме листовых, ровно два сына. Тогда 

количество узлов m равно 1 + 2 + 22
 + … 

Количество таких слагаемых равно 

количеству уровней в дереве, т.е. на единицу 

больше высоты этого дерева. Если 

количество слагаемых равно h + 1, то 

степень двойки в последнем слагаемом 

будет равна h: 

m = 1 + 2 + 22+ … + 2 h = 2 h+1– 1.  
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 Поэтому высота совершенного дерева 

вычисляется как: 

h = log2(m + 1) – 1 

 Покажем, что дерево Фибоначчи имеет 

минимально возможную высоту для 

заданного количества узлов среди всех АВЛ-

деревьев. Если переформулировать свойсто 

дерева Фибоначчи, то получится, что при 

заданной высоте оно имеет минимальное 

количество узлов из всех возможных АВЛ-

деревьев. 
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  Пусть Wh – множество АВЛ- деревьев 

заданной высоты h с минимально возможным 

количеством узлов, а wh – количество узлов в 

каждом из этих деревьев. Тогда w0 = 1 и w1 = 2. 

Пусть T – некоторое дерево из множества Wh 

высоты h ≥ 2, а TL и TR – его левое и правое 

поддеревья. Поскольку T имеет высоту h, то либо 

TL, либо TR имеет высоту h – 1. Не ограничивая 

общности рассуждений, предположим, что TR 

имеет высоту h – 1. Поскольку T является АВЛ-

деревом, и оба его поддерева TL и TR также 

являются АВЛ-деревьями, TR является АВЛ-

деревом высоты h – 1.  
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  Более того, оно должно АВЛ-деревом 
высоты h – 1 с минимально возможным 
количеством узлов, потому как иначе оно 
могло бы быть заменено деревом той же 
высоты, но с меньшим количеством узлов, 
чтобы все дерево T имело минимально 
возможное количество узлов. Поэтому 
𝑇𝑅 ∈ 𝑊ℎ+1. Аналогично, поскольку T является 
АВЛ-деревом, разность высот его левого и 
правого поддеревьев не должна превышать 1 
по модулю, а высота дерева равна h, высота 
дерева TL  может быть равна либо h – 1, либо h 
– 2. 
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•   Но Т должно иметь минимальное количество 
узлов, поэтому 𝑇𝐿 ∈ 𝑊ℎ−2 Следовательно, wh = 1 + wh-2 

+ wh-1. Поскольку w0 = 1 и w1 = 2, первые несколько 
значений wh будут равны 1, 2, 4, 7, 12, 20, ... . Можно 
доказать по индукции, что wh = fh+3 – 1.  

• Для оценки высоты дерева Фибоначчи потребуется 
привести некоторые выкладки.  

• Из определения дерева Фибоначчи следует, что для 
любого узла, кроме листовых, разность высот 
левого и правого поддеревьев равна 1 либо –1. Не 
ограничивая общности рассуждений, будем считать, 
что эта разность равна 1. Таким образом, если 
высота дерева равна h, то высоты левого и правого 
поддеревьев равны h – 2 и h – 1 соответственно. Это 
свойство выполняется для любого поддерева дерева 
Фибоначчи.  
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Оценка сложности АВЛ-дерева 
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Оценка сложности поиска в КЧ-
дереве  

• Лемма 1. Красно-черное дерево с n 

внутренними узлами (без фик-тивных 

листьев) имеет высоту не более 2log2(n+1).  
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Оценка сложности операций над 
самоперестраивающимся деревом 
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