
×àñòü I

Ëåêöèÿ 1 (14.02.15) �Îñíîâû
òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé
(ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè)�

Ïðåïîäàâàòåëü: Âîðîíöîâ Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷

1 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

1. M - ìíîæåñòâî

2. x ∈M - ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M

3. N ⊆M - ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì M

4. M = {a1, a2, ..., an} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

5. |M | = n - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

6. A ∪B = {x ∈ U/x ∈ A èëè x ∈ B}

7. A ∩B = {x ∈ U/x ∈ A è x ∈ B}

8. A = {x ∈ U/x /∈ A}

9. P (U) - ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U

(a) U = {a1, a2}
(b) P (U) = {�, {a1}, {a2}, U}

i. {a1} ∈ P (U)

ii. {a2} ⊆ U
(c) |P (U)| = 2n

1.1 Ñâîéñòâà îïåðàöèé

1. Êîììóòàòèâíîñòü

(a) A ∪B = B ∪A
(b) A ∩B = B ∩A

2. Àññîöèàòèâíîñòü

(a) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(b) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
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3. Äèñòðèáóòèâíîñòü

(a) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

(b) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

4. Ñâîéñòâî êîíñòàíò (ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ ãðàíèö)

(a) A ∩ � = �
(b) A ∪ � = A

(c) A ∩ U = A

(d) A ∪ U = U

5. Çàêîí ïîãëîùåíèÿ

(a) A ∪A = A

(b) A ∩A = A

6. Ñâîéñòâî èíâàëåíòèâíîñòè

(a) (A) = A

7. Ñâîéñòâî äîïîëíèìîñòè

(a) A ∪A = U

(b) A ∩A = �

8. Çàêîíû äâîéñòâåííîñòè (çàêîíû Äå-Ìîðãàíà)

(a) (A ∪B) = A ∩B
(b) (A ∩B) = A ∪B

2 Áóëåâà àëãåáðà

2.1 Îïðåäåëåíèå áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà � ìíîæåñòâî M, â êîòîðîì âûäåëåíî äâà ýëåìåíòà �, I è
ââåäåíû äâå áèíàðíûõ x∆y, x∇y îïåðàöèè è îäíà óíàðíàÿ x∗. Ýòî ìíî-
æåñòâî íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, åñëè ââåäåííûå îïåðàöèè îáëàäàþò
ðàçîáðàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

1. P (U) ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, åñëè: ∪ ↔ ∇, ∩ ↔ ∆, ↔ ∗, U ↔ I,
� ↔ �
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2.2 Áóëåâû âåêòîðà

1. U = {a1, ..., an}

2. S ∈ P (U), S ⊆ U

3. S ↔ ~αs = {α1, ..., αn}

4. αi =

{
0, åñëè αi /∈ S
1, åñëè αi ∈ S

5. Bn - ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n

2.3 Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè

α β α ∪ β α ∩ β α
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

1. α = (α1, ..., αn), β = (β1, ..., βn)

(a) α ∪ β = (α1 ∪ β1, ..., αn ∪ βn)

(b) α ∩ β = (α1 ∩ β1, ..., αn ∩ βn)

(c) α = (α1, ..., αn)

• Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ ëîãè÷åñêîãî
ñëîæåíèÿ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

• Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ ëîãè÷å-
ñêîãî óìíîæåíèÿ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

• Îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ
ê åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âåêòîðó.

2.4 Áóëåâà àëãåáðà â âûñêàçûâàíèÿõ îá ýëåìåíòàõ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà U

U = {a1, a2, ..., an}
Ïîä âûñêàçûâàíèÿìè ìû áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå óòâåðæäåíèå îá ýëå-

ìåíòàõ ìíîæåñòâà U, êîòîðûå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà U ëèáî
èñòèííî, ëèáî ëîæíî.

1. U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

2. A = �×èñëî x äåëèòñÿ íà 2�, SA = {0, 2, 4, 6, 8}

3. B = �×èñëî x ÷åòíî�, SB = {0, 2, 4, 6, 8}
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4. SA = SB =⇒ A è B ýêâèâàëåíòíûå âûñêàçûâàíèÿ

Âñå ýêâèâàëåíòíûå âûñêàûâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé â îäèí êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

2.5 Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð

Äâå áóëåâûõ àëãåáðû (M,M) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó èõ
ýëåìåíòàìè ìîæíî óñòàíîâèòü òàêîå îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì
îïåðàöèè îäíîé áóëåâîé àëãåáðû ïåðåõîäÿò â îïåðàöèè äðóãîé.

×àñòü II

Ëåêöèÿ 2 (21.02.15) �Îïðåäåëåíèå
è ñïîñîáû çàäàíèÿ Áóëåâûõ
ôóíêöèé�

3 Áóëåâû ôóíêöèè

3.1 Îïðåäåëåíèå

1. f(x1, ..., xn) =

{
0

1

2. xi =

{
0

1

3. Bn
ty B1

3.2 Ñïîñîáû çàäàíèÿ

3.2.1 Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ

1. N = 2n

2.

x1 x2 ... xn f
0 0 ... 0 γ1

0 0 ... 1 γ2

... ... ... ... ...
1 1 ... 1 γn

3.2.2 Âåêòîðíûé ñïîñîá çàäàíèÿ

1. f = (γ1, γ2, ..., γn)
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3.2.3 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ

1. Åäèíè÷íûé âåêòîð äëÿ ôóíêöèè � âåêòîð, ãäå äàííàÿ ôóíêöèÿ
= 1.

2. Íîñèòåëü ôóíêöèè � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ äàííîé ôóíêöèè.

(a) Nf = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), ..., (1, 1, 1)}
(b) Nf = {1, 2, ..., 7}

3. Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) çàâèñèò îò xi ôèêòèâíî, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
íàáîðîâ çíà÷åíèå àðãóìåíòîâ îòëè÷àåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé xi, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñîâïàäàþò.

(a) f(x1, ..., xn),∀αi ⇒
⇒ f(α1, ..., αn−1, 0, αn+1, ..., αn) =
= f(α1, ..., αn−1, 1, αn+1, ..., αn)

4. Ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
äâà íàáîðà çíà÷åíèé àðãóìåíòà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíè-
åì ïåðåìåííîé xi è òàêèå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íå ñîâïàäàþò.

(a) f(α1, ..., αn) 6= f(α1, ..., αn) =⇒ ∃αn

5. Ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ìîæíî èñêëþ÷àòü èëè äîáàâëÿòü.

6. Äâå Áóëåâû ôóíêöèè ðàâíûå, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
äðóãîé ïóòåì äîáàâëåíèÿ èëè èçúÿòèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

(a)

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)
0 0 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

x1 − ñóùåñòâåííàÿ
x2 −ôèêòèâíàÿ
x3 − ñóùåñòâåííàÿ

3.3 Ýëåìåíòàðíûå Áóëåâû ôóíêöèè

• Îñíîâíûå Áóëåâû ôóíêöèè: 0̂, 1̂, x, x ∧ y, x ∨ y (óäîâëåòâîðÿþò àêñèî-
ìàì Áóëåâîé àëãåáðû)

• Âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

� x/y = x ∧ y = x ∨ y
� x ↓ y = x ∨ y = x ∧ y
� x⊕ y = (x · y) ∨ (x · y)
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� x ∼ y = (x · y) ∨ (x · y)

� x→ y = x ∨ y

• Îïåðàöèåé ýëåìåíòàðíûõ ñóïåðïîçèöèé íàçûâàåòñÿ îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ äåéñòâèé:

� Ïåðåèìåíîâàíèå àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå îòîæäåñòâëå-
íèå.

� Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè â êàêóþ-ëèáî äðóãóþ ôóíêöèþ.

×àñòü III

Ëåêöèÿ 3 (28.02.15) �Íîðìàëüíûå
ôîðìû�

4 Íîðìàëüíûå ôîðìû

4.1 Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÄÍÔ)

1. Îáîçíà÷åíèå: xα =

{
x åñëè α = 1

x åñëè α = 0

2. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ (ÝÊ) � âûðàæåíèå âèäà xα1
1 &xα2

2 &...&xαk

k

3. Ïðàâèëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ,
â êîòîðîé âñå âõîäÿùèå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû.

4. Ïðàâèëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îòíîñè-
òåëüíî äàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, åñëè â íåå âõîäÿò âñå ýòè ïåðå-
ìåííûå.

5. Ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ (ÝÄ) � âûðàæåíèå âèäà xα1
1 ∨ x

α2
2 ∨ ... ∨ x

αk

k

6. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà � äèçúþíêöèÿ ðàçíûõ ïðàâèëü-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé (èëè îäíà ïðàâèëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
êîíúþíêöèÿ)

7. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÑÄÍÔ) � ÄÍÔ, ó
êîòîðîé âñå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ïîëíû ïî îòíîøåíèþ ê äàí-
íîìó íàáîðó ïåðåìåííûõ.
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4.2 Êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ)

1. Êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ) � êîíúþíêöèÿ ðàçíûõ
ïðàâèëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé (èëè îäíà ïðàâèëüíàÿ ýëåìåí-
òàðíàÿ êîíúþíêöèÿ).

2. Ñîâåðøåííàÿ êîíúþêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÑÊÍÔ) � ÊÍÔ, ó
êîòîðîé âñå ýëåìåíòàðíûå ïðàâèëüíûå äèçúþíêöèè ïîëíû ïî îòíîøå-
íèþ ê äàííîìó íàáîðó ïåðåìåííûõ.

4.3 Òåîðåìà 1

Ëþáàÿ Áóëåâà ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ, ïðåäñòàâèìà è ïðè
òîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû.

1. f(x1, ..., xn) =
∨

(xα1
1 · x

α2
2 · ... · xαn

n )

2. α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nf

3.

x1 x2 x3 f ÑÄÍÔ
0 0 0 1 x1 · x2 · x3

0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1 x1 · x2 · x3

1 0 0 1 x1 · x2 · x3

1 0 1 0
1 1 0 1 x1 · x2 · x3

1 1 1 0

4.3.1 Äîêàçàòåëüñòâî

1. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû çà ôóíêöèþ g(x1, x2, ..., xn).

2. Nf = Ng

3. g(α1, ..., αn) = αα1
1 · ... · ααn

n ∨ ... = 1 · ... · 1 ∨ ... = 1 =⇒ α ∈ Ng

4. ∀β = (β1, ..., βn) ∈ Ng

5. g(β1, ..., βn) = 1

6. βα1
1 · ... · βαn

n = 1

4.4 Òåîðåìà 2

Ëþáàÿ Áóëåâà ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî íå ðàâíàÿ åäèíèöå, ïðåäñòàâèìà, è
ïðè òîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ñîâåðøåííîé êîíúþêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû.
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1. f(x1, ..., xn) =
∧

(xα1
1 ∨ x

α2
2 ∨ ... ∨ xαn

n )

2. α = (α1, ..., αn) /∈ Nf

3.

x1 x2 x3 f ÑÊÍÔ
0 0 0 1
0 0 1 0 x1 ∨ x2 ∨ x3

0 1 0 0 x1 ∨ x2 ∨ x3

0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0 x1 ∨ x2 ∨ x3

1 1 0 1
1 1 1 0 x1 ∨ x2 ∨ x3

4. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.

4.5 Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

Äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f∗(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn).
Ïðèìåðû:

1. (x1 ∧ x2)∗ = (x1 ∧ x2) = x1 ∨ x2 = x1 ∨ x2

2. (x1 ∨ x2)∗ = (x1 ∨ x2) = x1 ∧ x2

3. (x)∗ = x = x

4.6 Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

Åñëè ôóíêöèÿ F (x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèè

f(f1(x1, ..., xn), ...., fk(x1, ..., xn))

, òîãäà äâîéñòâåííàÿ ê íåé ôóíêöèÿ F ∗(x1, ...., xn) áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷íî
òàêîé æå ñóïåðïîçèöèåé, òîëüêî ñ äâîéñòâåííîé ñòðóêòóðîé.

F ∗(x1, ..., xn) = f∗(f∗1 (x1, ..., xn), ..., f∗k (x1, ..., xn))

4.7 Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû ê âèäó ÑÄÍÔ
(ÄÍÔ)

1. Çàìåíèòü â ôîðìóëå âñå Áóëåâûå ôóíêöèè íà âûðàæåíèÿ ÷åðåç äèçú-
þíêöèþ, êîíúþíöèþ è îòðèöàíèå.

2. Ïðèìåíèâ çàêîí äâîéñòâåííîñòè, îïóñòèòü âñå îòðèöàíèÿ íà ïåðåìåí-
íûå.

3. Ïðîâåñòè óïðîùåíèÿ â ôîðìóëå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êîíñòàíò è ñâîé-
ñòâà óïðîùåíèé.
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4. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè êîíúþíêöèè îòíîñèòåëüíî äèçú-
þíêöèè, ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëó òàê, ÷òîáû êîíúþíêöèè âûïîëíÿ-
ëèñü ðàíüøå, ÷åì äèçúþíêöèè.

5. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïîãëîùåíèÿ è ñâîéñòâà êîíñòàíò, óïðîñòèòü âû-
ðàæåíèå.

6. Äîïîëíèâ êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèé äî ïîëíîé è óïðîñòèâ
ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì ôîðìóëó ÑÄÍÔ.

4.7.1 Ïðèìåðû

1. f(x, y, z) = (x⊕ y) ∼ (z → x) =

(a) = (x · y ∨ x · y) ∼ (z ∨ x) =
= (x · y ∨ x · y) ∧ (z ∨ x) ∨ (x · y ∨ x · y) ∧ (z ∨ x) =
= [{(x ∨ y) · (x · y)} · (z ∨ x)] ∨ (x · y ∨ x · y) · z · x =

(b) = [{x · x ∨ y · x ∨ x · y ∨ y · y} · (z ∨ x)] ∨ (x · y · z · x ∨ x · y · z · x) =
= [{y · x ∨ x · y} · (z ∨ x)] ∨ x · y · z =
= y · x · z ∨ x · y · z ∨ y · x · z ∨ x · y · z � ÑÄÍÔ

×àñòü IV

Ëåêöèÿ 4 (07.03.15) �Îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ�

4.8 Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè

1. Ðàíã ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè

(a) Ïóñòü:

i. Ïðàâèëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ èìååò âèä: k = xα1
i1
·

xα2
i2
· ... · xαn

in

(b) Òîãäà:

i. n � ðàíã ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè

ii. Ðàíãîì ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñóììà ðàíãîâ ýëåìåíòàðíûõ êîíú-
þíêöèé â ÄÍÔ.

iii. N = 3n − 1 � ÷èñëî ðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, âõî-
äÿùèõ â ÄÍÔ.

iv. 2N−1 = 23n−1−1 � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ÄÍÔ îò n ïåðåìåííûõ.

(c) Ïðèìåðû:

i. x1 → x2 = x1 ∨ x2(r = 2) = x1 · x2

∨
x1 · x2

∨
x1 · x2(r = 6)
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2. Ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ äëÿ äàííîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ÄÍÔ, êîòîðàÿ
ðàâíà äàííîé ôóíêöèè è èìååò íàèìåíüøèé ðàíã ñðåäè âñåõ ÄÍÔ,
ðàâíûõ ýòîé ôóíêöèè.

3. Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè

(a) Âûïèñûâàåì âñå âîçìîæíûå ÄÍÔ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ðàí-
ãîâ.

(b) Íà÷èíàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíèâàòü ôóíêöèþ ñ âûïèñàííûìè
ÄÍÔ.

(c) Ïåðâàÿ ÄÍÔ, êîòîðàÿ áóäåò ðàâíà ôóíêöèè è áóäåò ìèíèìàëü-
íîé.

4.9 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ äëÿ äàííîé ôóíêöèè

1. Íîñèòåëü ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè � èíòåðâàë ðàíãà n.

(a)

{
1 0 0
0 0 0

}
←→ x2 · x3

(b)

{
0 1 1
0 1 0

}
←→ x1 · x2

(c)


0 0 1
0 1 1
1 1 1
1 0 1

←→ x3

4.9.1 Òåîðåìà

1. Íîñèòåëü äèçúþíêöèè äâóõ ôóíêöèé ðàâíÿåòñÿ îáúåäèíåíèþ íîñèòå-
ëåé ýòèõ ôóíêöèé. Nf∨g = Nf

⋃
Ng

2. ∀α ∈ Nf∨g =⇒ f(α) ∨ g(α) = 1 =⇒

f(α) = 1
èëè

g(α) = 1

⇐⇒ α ∈ Nf ∨Ng

4.9.2 Îïðåäåëåíèÿ

Âñå ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèè f(x1, ..., xn).

1. Èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè f , åñëè îí öåëèêîì
ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ N .

2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó èíòåðâàëó ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ èìïëèêàíòîé (I).

10



3. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîïóñòèìûå èíòåðâàëû, êîòîðûå öå-
ëèêîì íå ñîäåðæàòñÿ â äðóãèõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëàõ. Òàêèå äîïó-
ñòèìûå èíòåðâàëû íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè.

4. Èìïëèêàíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìàëüíîìó èíòåðâàëó, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòîé èìïëèêàíòîé.

5. Ïðåäñòàâëåíèå íîñèòåëÿ ôóíêöèè â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ
èíòåðâàëîâ íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì íîñèòåëÿ èíòåðâàëà.

(a) NÄÍÔ = I1 ∪ I2 ∪ ... ∪ In = Nf

(b) Êàæäîìó ïîêðûòèþ íîñèòåëÿ ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà ÄÍÔ, ðàâ-
íàÿ äàííîé ôóíêöèè è ïîñòðîåííàÿ èç äèçúþíêöèè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

(c) f = ÄÍÔ = k1 ∨ k2 ∨ ... ∨ kn

6. Ïîêðûòèå íîñèòåëÿ ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè íàçûâàåòñÿ íåïðè-
âîäèìûì, åñëè óäàëåíèå ëþáîãî èç èíòåðâàëîâ ïðèâîäèò ê íàðóøå-
íèþ ïîêðûòèÿ.

7. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïðèâîäèìîìó ïîêðûòèþ ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ òóïè-
êîâîé.

8. ÄÍÔ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîêðûòèþ íîñèòåëÿ âñåìè âîçìîæíûìè ìàê-
ñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè, íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ Äñîêð.

(a) Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ðàâíà äèçúþíêöèè âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò
è ðàâíÿåòñÿ äàííîé ôóíêöèè.

9. Ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ ñîäåðæèòñÿ ñðåäè òóïèêîâûõ ÄÍÔ äàííîé ôóíê-
öèè.

10. Ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ÿäðîâûì, åñëè îí ïîêðûâàåò
õîòÿ-áû îäíó âåðøèíó íîñèòåëÿ ôóíêöèè, íå ïîêðûòóþ íèêàêèìè äðó-
ãèìè ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè.

(a) Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà òàêæå íàçûâàåòñÿ ÿäðî-
âîé.

(b) Ëþáîé ÿäðîâûé èíòåðâàë îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì íåïðè-
âîäèìîì ïîêðûòèè, ñëåäîâàòåëüíî ëþáàÿ ÿäðîâàÿ èìïëèêàíòà
âõîäèò âî âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ.

11. ßäðî ôóíêöèè � îáúåäèíåíèå âñåõ ÿäðîâûõ èíòåðâàëîâ.

(a) ßäðîâîé ÄÍÔ èëè ÿäðîì ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü äèçúþíêöèþ
âñåõ ÿäðîâûõ èìïëèêàíò.
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4.9.3 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ

1. Âûäåëÿåì íîñèòåëü ôóíêöèè è íàõîäèì âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû.
Âûïèñûâàåì âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èìïëèêàíòû.

2. Âûäåëÿåì ÿäðîâûå èìïëèêàíòû, èíòåðâàëû è âûïèñûâàåì ÿäðî ôóíê-
öèè.

3. Ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ÿäðà è íåÿäðîâûõ èíòåðâàëîâ íàõîäèì âñå
âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå ïîêðûòèÿ è äëÿ êàæäîãî âûïèñûâàåì òó-
ïèêîâóþ ÄÍÔ.

4. Ñðåäè òóïèêîâûõ ÄÍÔ íàõîäèì ìèíèìàëüíóþ.

4.9.4 Ïðèìåð

x1 x2 x3 f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

1. Âûäåëÿåì íîñèòåëü ôóíêöèè: f = 1

2. Íàõîäèì èíòåðâàëû:

(a) I1 =

{
0 0 1
0 1 1

}
←→ π1 = x1 · x3

(b) I2 =

{
1 1 1
0 1 1

}
←→ π2 = x2 · x3

(c) I3 =

{
1 1 1
1 1 0

}
←→ π3 = x1 · x2

(d) I4 =

{
1 1 0
1 0 0

}
←→ π4 = x1 · x3

3. Âûäåëÿåì ÿäðîâûå èíòåðâàëû I∗:

(a) I∗1 =

{
0 0 1
0 1 1

}
←→ π1 = x1 · x3

(b) I∗4 =

{
1 1 0
1 0 0

}
←→ π4 = x1 · x3

(c) ßäðî: I1 ∪ I4
(d) Äÿäð = π1 ∨ π4
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4. Nf = I1 ∪ I4 ∪ I2 � íåïðèâîäèìîå ïîêðûòèå

(a) Ä1 = π1 ∨ π4 ∨ π2 � ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ

i. r1 = 6

×àñòü V

Ëåêöèÿ 5 (14.03.15) �Ìåòîä êàðò
Êàðíî è Ìåòîä
Êâàéíà�Ìàê-Êëîñêè�

4.10 Ìåòîä êàðò Êàðíî [162]

1. Èíòåðâàëû

(a) Ðàíã 1: äâå ñîñåäíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà (x4)

(b) Ðàíã 2: ÷åòûðå ñîñåäíèå êëåòêè (x2 · x4)

(c) Ðàíã 3: äâå ñîñåäíèå êëåòêè (x2 · x3 · x4)

(d) Ðàíã 4: îòäåëüíî âçÿòàÿ êëåòêà (x1 · x2 · x3 · x4)

2. Ïðèìåð

(a) f = (1011 1001 1100 1101) � ôóíêöèÿ 4 ïåðåìåííûõ, çàäàííàÿ
âåêòîðíî

(b) f =

1 1 1
1 1
1 1 1
1 1

� íîñèòåëü ôóíêöèè â ôîðìå Êàðíî

(c) Èíòåðâàëû

i. I∗1 ←→ π∗1 = x3 · x4

ii. I∗2 ←→ π∗2 = x1 · x3

iii. I3 ←→ π3 = x1 · x2 · x4

iv. I4 ←→ π4 = x2 · x3 · x4

v. I5 ←→ π5 = x1 · x3 · x4

vi. I6 ←→ π6 = x1 · x2 · x3

vii. I7 ←→ π7 = x1 · x2 · x4

(d) Äñîêð = π1 ∨ π2 ∨ ... ∨ π7 = f(x1, x2, x3, x4)

(e) Äÿäð = π1 ∨ π2

(f) ßäðî: I1 ∪ I2
(g) Nf = I1 ∪ I2 ∪ I4 ∪ I6
(h) Ä1 = π1 ∨ π2 ∨ π4 ∨ π6
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4.11 Ìåòîä Êâàéíà�Ìàê-Êëîñêè

1. Èìïëèêàíòà K1 öåëèêîì ïîêðûâàåò èìïëèêàíòó K2, åñëè êàæäàÿ ïå-
ðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â K1, òî÷íî òàêæå âõîäèò è â K2.

2. Îáùèå èäåè àëãîðèòìà Êâàéíà:

(a) Ôóíêöèþ ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ÑÄÍÔ

(b) Ïðîâîäèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè êîíú-
þíêöèÿìè, âõîäÿùèìè â ÑÄÍÔ

(c) Âûïèñûâàåì âñå ïîëó÷åííûå íîâûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
ìåíüøèõ ðàíãîâ

(d) Ñíîâà ïðîâîäèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî
âîçìîæíî

(e) Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé (èìïëèêàíò) îñòàâ-
ëÿåì òîëüêî òå, êîòîðûå íå ïîêðûâàþòñÿ äðóãèìè ýëåìåíòàðíû-
ìè êîíúþíêöèÿìè

(f) Â ðåçóëüòàòå îñòàþòñÿ âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû äàííîé ôóíêöèè
(Äñîêð)

(g) Ôîðìàëèçàöèÿ Ìàê-Êëîñêè: x1 · x2 · x3 · x4 ←→ 0101

3. Àëãîðèòì Ìàê-Êëîñêè íà ïðèìåðå ôóíêöèè f

(a) Âûïèñûâàåì âñå èìïëèêàíòû, âõîäÿùèå â ÑÄÍÔ ôóíêöèè â ôîð-
ìàëèçîâàííîì âèäå, ðàçäåëèâ èõ íà êëàññû ïî ÷èñëó åäèíèö, âõî-
äÿùèõ â ýòè âåêòîðà.

i.

0000 ∗ 00− 0(π7) −− 00(π1)
0010 ∗ 0− 00 ∗ 1− 0− (π2)
0100 ∗ −000 ∗
1000 ∗ 001− (π6)
0011 ∗ −100 ∗
1100 ∗ 1− 00 ∗
1001 ∗ 100− ∗
0111 ∗ 0− 11(π5)
1101 ∗ 110− ∗
1111 ∗ 1− 01 ∗

−111(π4)
11− 1(π3)

(b) Ïðîâîäèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè. Âåêòîðà,
ó÷àñòâóþùèå â ñêëåèâàíèè îòìå÷àåì çâåçäî÷êàìè, à ðåçóëüòàò
ñêëåèâàíèÿ çàïèñûâàåì â íîâûé ñòîëáåö ñïðàâà. Ó÷àñòâîâàòü â
ñêëåèâàíèè ìîãóò òîëüêî âåêòîðà èç ñîñåäíèõ êëàññîâ.

(c) Òå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, êîòîðûå îñòàëèñü íåïîìå÷åííûìè
çâåçäî÷êàìè, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè.
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(d) Ïîñòðîåíèå òàáëèöû Êâàéíà:

i.

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10

π1 + + + +
π2 + + + +
π3 + +
π4 + +
π5 + +
π6 + +
π7 + +

(e) ßäðîâûå èìïëèêàíòû: Èùåì ñòîëáöû, êóäà âõîäèò òîëüêî îäèí
+. Ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïëþñó ñîîòâåòñòâóåò ÿäðîâîé
èìïëèêàíòå.

i. Äÿäð = π1 ∨ π2

(f) Ñîêðàùåííàÿ òàáëèöà Êâàéíà:

i. Âû÷åðêèâàåì âñÿ ÿäðîâûå ñòðîêè

ii. Âû÷åðêèâàåì âñå ñòîëáöû, â êîòîðûõ åñòü âû÷åðêíóòûå ïëþ-
ñû

iii.

k2 k5 k8 k10

π3 +
π4 + +
π5 + +
π6 + +
π7 +

iv. Íàõîäèì íàèìåíüøèå ñî÷åòàíèÿ ñòðîê, êîòîðûå ñîäåðæàò õîòÿ-
áû îäèí ïëþñ èç êàæäîãî ñòîëáöà:

A. Ä1 = Äÿäð ∨ π4 ∨ π6

B. Ä2 = Äÿäð ∨ π3 ∨ π5 ∨ π7

×àñòü VI

Ëåêöèè 6,7 (21,28.03.15)
�Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà
ñèñòåìû�

5 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû ôóíêöèé

1. Ïóñòü:

(a) Σ = {f1, ..., fk} � ñèñòåìà ôóíêöèé � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Áóëå-
âûõ ôóíêöèé.
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2. Òîãäà:

(a) Ñèñòåìà Σ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, åñëè ëþáóþ
Áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèé ýòîé ñèñòåìû.

(b) ∀f = FΣ = fi1(fi2 , ..., fin)

5.1 Òåîðåìà 1 (î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå)

1. Ïóñòü:

(a) Åñòü äâå ñèñòåìû ôóíêöèé: Σ è Σ1

(b) Σ1 � ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà

2. Òîãäà:

(a) Åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ñèñòåìû Σ1 ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé ∀f (1)
i =

FΣ, òî è ñèñòåìà Σ òàêæå áóäåò ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé.

5.2 Òåîðåìà 2

Åñëè ñèñòåìà Σ = {f1, ..., fk} � ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ, òî ñèñòåìà Σ∗ =
{f∗1 , ..., f∗k}, ñîñòîÿùàÿ èç äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, òàêæå áóäåò ôóíêöèî-
íàëüíî ïîëíîé.

5.3 Îñíîâíûå êëàññû ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì

1. Σ1 = {∧,∨,−} � ÑÄÍÔ

(a) 0 = x ∧ x

2. Σ2 = {&,−}

(a) x ∨ y = (x ∧ y)

3. Σ3 = {∨,−}

(a) x ∧ y = (x ∨ y)

4. Σ4 = {x/y}

(a) x/y = x ∧ y � êîíúþíêöèÿ ñ îòðèöàíèåì

(b) x/x = x ∧ x = x � îòðèöàíèå

(c) (x/y)/(x/y) = x ∧ y � êîíúþíêöèÿ

5. Σ5 = {x ↓ y}
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(a) x ↓ y = x ∨ y
(b) x ↓ x = x ∨ x = x � îòðèöàíèå

(c) (x ↓ y) ↓ (x ↓ y) = x ∨ y � äèçúþíêöèÿ

6. Σ6 = {x⊕ y, x ∧ y, 1} � ñèñòåìà Æåãàëêèíà

(a) x = x⊕ 1

(b) x ∨ y = ((x⊕ 1) ∧ (y ⊕ 1))⊕ 1 =
= (x ∧ y ⊕ y ⊕ x⊕ 1)⊕ 1 =
= x ∧ y ⊕ y ⊕ x

5.4 Ïîëèíîì Æåãàëêèíà

Ïîëèíîì Æåãàëêèíà � ñóììà ïî ìîäóëþ 2 ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé èëè îòäåëüíî âçÿòàÿ êîíñòàíòà 1 áåç îòðèöàíèé
ïåðåìåííûõ è êîíñòàíòû 0.

5.5 Òåîðåìà 3

Ëþáàÿ Áóëåâàÿ ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî íåðàâíàÿ 0 ïðåäñòàâèìà åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

5.6 Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà

f(x1, ..., xn) = c0 · 1⊕ c1x1 ⊕ ...⊕ cnxn ⊕ cn+2x1x2 ⊕ ...⊕ cNx1x2...xn

5.6.1 Ïðèìåð

x1 x2 x3 f
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

1. f(x1, x2, x3) = c01⊕ c1x1 ⊕ c2x2 ⊕ c3x3⊕
⊕c4x1x2 ⊕ c5x1x3 ⊕ c6x2x3 ⊕ c7x1x2x3

(a) 1 = c0

(b) 0 = c0 ⊕ c3 = 1⊕ c3 =⇒ c3 = 1

(c) 0 = 1⊕ c2 =⇒ c2 = 1
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(d) 1 = c0 ⊕ c2 ⊕ c3 ⊕ c6 = 1⊕ 1⊕ 1⊕ c6 =⇒ c6 = 0

(e) 1 = 1⊕ c1 =⇒ c1 = 0

(f) 0 = 1⊕ c1 ⊕ c3 ⊕ c5 =⇒ c5 = 0

(g) 1 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ c4 =⇒ c4 = 1

(h) 0 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ 1⊕ 1⊕ 0⊕ 0⊕ c7 =⇒ c7 = 0

2. f(x1, x2, x3) = 1⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x1x2

5.7 Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

1. Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè ïîëèíîì Æåãàëêèíà,
ñîîòâåòñòâóþùèé åé, íå ñîäåðæèò íè îäíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè
ðàíãà âûøå 1.

(a) f(x1, ..., xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ ...⊕ cnxn

2. Ìíîæåñòâî L âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ êëàññîì ëèíåéíûõ
ôóíêöèé.

5.7.1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëèíåéíîñòè ôóíêöèè

1. Åñëè ôóíêöèÿ ëèíåéíà, òî íà ïîëîâèíå ñâîèõ íàáîðîâ çíà÷åíèé àð-
ãóìåíòîâ îíà ðàâíà åäèíèöå (ò.å. â âåêòîðå çíà÷åíèé ôóíêöèè ÷èñëî
íóëåé è åäèíèö ñîâïàäàåò).

2. Ñëåäñòâèå: Åñëè â âåêòîðå çíà÷åíèé ôóíêöèè ÷èñëî íóëåé è åäèíèö
ðàçíîå, òî ýòî îáÿçàòåëüíî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. À åñëè ÷èñëî íóëåé
è åäèíèö ñîâïàäàåò, òèî ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü êàê ëèíåéíîé, òàê
è íåëèíåéíîé.

5.8 Êëàññ ôóíêöèé

1. Ïóñòü:

(a) B � êëàññ êàêèõ-ëèáî ôóíêöèé.

2. Òîãäà:

(a) Çàìûêàíèåì êëàññà B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ Áóëåâûõ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé êëàññà B.

(b) Êëàññ B íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò
ñ íèì ñàìèì: [B] = B

(c) Êëàññ L ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì: [L] = L
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5.9 Êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé

1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f∗ = f

2. Ó ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè íà âñåõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðî-
òèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ, à ó íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò
õîòÿ-áû îäíà ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, íà êîòî-
ðîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îäèíàêîâû.

3. S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

4. Êëàññ S ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóò.

5.10 Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè

1. Ïóñòü:

(a) ~α = (α1, ..., αn)

(b) ~β = (β1, ..., βn)

2. Òîãäà:

(a) Âåêòîð ~a ïðåäøåñòâóåò âåêòîðó ~β, åñëè: ~α � ~β

(b) Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè:

i. ∀~α � ~β =⇒ f(~α) ≤ f(~β)

ii. α1 ≤ β1, ..., αn ≤ βn
(c) Åñëè íà íóëåâîì âåêòîðå f = 1 èëè íà åäèíè÷íîì âåêòîðå f = 0 è

ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ýòà ôóíêöèÿ îáÿçàòåëüíî
íåìîíîòîííà.

(d) Êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè.

5.11 Êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0 èëè 1

1. Ïóñòü:

(a) T0 = f(0, ..., 0) = 0

(b) T1 = f(1, ..., 1) = 1

2. Òîãäà:

(a) Êëàññû T0 è T1 ìîíîòîííû
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5.12 Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé

1. Ïóñòü:

(a)

x1 x2 x3 f
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

2. Òîãäà:

(a)
T0 T1 S M L

f − − − − −
(b) Ñèñòåìà ôóíêöèé íå äîëæíà ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàòü êàêîìó-

ëèáî èç çàìêíóòûõ êëàññîâ.

5.13 Ëåììà 1

Åñëè ôóíêöèÿ f1 íåñàìîäâîéñòâåííàÿ, òî èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî
àðãóìåíòîâ ïåðåìåííîé x ìîæíî ïîëó÷èòü îäíó èç êîíñòàíò.

1. f(α1, ..., αn) = f(α1, ..., αn) = aα∗

2. f(xα1
1 , ..., xαn

n ) = φ(x)

3. φ(0) = f(0α1 , ..., 0αn) = f(α1, ..., αn)

4. φ(1) = f(1α1 , ..., 1αn) = f(α1, ..., αn)

5.14 Ëåììà 2 (î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè)

1. Åñëè:

(a) Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé

2. Òîãäà:

(a) Èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ êîíñòàíò è ôóíê-
öèè x ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x.

(b) ∃α = (α1, ..., αn) � β = (β1, ..., βn)

(c) αi ≤ βi
(d) f(0, 0, x) = φ(x) = x
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5.15 Ëåììà 3 (î íåëèíåéíîé ôóíêöèè)

1. Åñëè:

(a) Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

2. Òîãäà:

(a) Èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî àðãóìåíòîâ êîíñòàíò 0, 1, x, x,
y, y ìîæíî ïîëó÷èòü x · y, x ∨ y, x · y, x ∨ y.

(b) f(x!, ..., xn) = x1 ·x2 ·f1(x3, ..., xn)⊕f2(x3, ..., xn)⊕x2f3(x3, ..., xn)⊕
f4(x3, ..., xn)

(c) f(x1, ..., x4) = x1x2x3 ⊕ x1x2x4 ⊕ x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x3 ⊕ x3x4 ⊕ x4 =
= x1x2(x3 ⊕ x4)⊕ x1(x3 ⊕ x4)⊕ x2x3 ⊕ x3x4 ⊕ x4

(d) ∃α3, ..., αn : f1(α3, ..., αn) = 1

(e) f(x1, x2, α3, ..., αn) = x1x2 ⊕ ax1 ⊕ bx2 ⊕ c
(f) a = f2(α3, ..., αn), b = f3(α3, ..., αn), c = f4(α3, ..., αn)

(g) a = 1, b = 1

i. f(x1, x2, α3, ..., αn) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ x3 ⊕ c =

= (x1 ∨ x2)⊕ c =

{
x1 ∨ x2 c = 0

(x1 ∨ x2) c = 1

(h) a = 1, b = 0

i. f(x1, x2, α3, ..., αn) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ c =
= x1(x2 ⊕ 1)⊕ c = x1x2 ⊕ c = x1x2 ⊕ c =

= x1x2 ⊕ c =

{
x1x2 c = 0

x1x2 c = 1

(i) a = 0, b = 0

i. f(x1, x2, α3, ..., αn) = x1x2 ⊕ c =

{
xy c = 0

xy c = 1

5.16 Òåîðåìà Ïîñòà

Ñèñòåìà ôóíêöèé
∑

= {f1, ..., fk} áóäåò ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé òîëüêî òî-
ãäà, êîãäàîíà íå ñîäåðæèòñÿ ïîëíîñòüþ íè â îäíîì çàìêíóòîì êîíòóðå

T0 T1 S M L
f1 −
f2 −
f3 −
f4 −
f5 −
f6
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1. Ïóñòü:

(a)
∑

� ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà

2. Äîêàçàòü:

(a) Ñèñòåìà íå âõîäèò ïîëíîñòüþ íè â îäèí èç îñíîâíûõ çàìêíóòûõ
êëàññîâ

3. Äîêàçàòåëüñòâî:

(a)
∑

= {f1, ..., fk}
(b)

∑
⊂ B =⇒ [

∑
] ⊂ [B] = B

(c) ...

×àñòü VII

Ëåêöèÿ 8 (04.04.15) �Ñõåìû èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ�

6 Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

1. Ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì [164] áóäåì íàçûâàòü óñòðîéñòâî ñ
n óïîðÿäî÷åííûìè âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì òàêîå, ÷òî ïðè ïîäà÷å
íà âõîäû ëþáîé êîìáèíàöèè äâîè÷íûõ ñèãíàëîâ x1, ..., xn, íà âûõîäå
âîçíèêàåò ñèãíàë ðàâíûé çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x1, ..., xn). Ôóíêöèî-
íàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, ..., xn).

2. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû:

(a) Êîíúþíêòîð

(b) Äèçúþíêòîð

(c) Èíâåðòîð

3. Ìèíèìàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé äëÿ ôóíêöèè f(x1, ..., xn) íà-
çûâàåòñÿ ñõåìà íà êîíúþíêòîðàõ, äèçúþíêòîðàõ è èíâåðòîðàõ, ðåàëè-
çóþùàÿ äàííóþ ôóíêöèþ è ñîäåðæàùàÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî Lf (ñëîæ-
íîñòü ôóíêöèè f) ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

4. ÔóíêöèÿØåííîíà L(n) = maxLf ∼ 2n

n � ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü
ôóíêöèè îò n àðãóìåíòîâ.

5. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìû:

(a) Íàõîäèì âñå ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ (Dmin) ôóíêöèè
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(b) Êàæäóþ ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ ïðåîáðàçóåì âûíåñåíèåì îïåðàöèé
çà ñêîáêè òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî îïåðàöèé áûëî íàèìåíüøèì

(c) Ñòðîèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó

6. Ñóììàòîð [165]

(a) X = XnXn−1...X2X1

(b) Y = YnYn−1...Y2Y1

(c) Z = X + Y = Zn+1ZnZn−1...Z2Z1

(d)

{
qi+1 = xi · yi

∨
qi · xi

∨
qi · yi

zi = xiyiqi
∨

(xi ∨ yi ∨ qi) · (xi · yi ∨ qi · xi ∨ qi · yi)

×àñòü VIII

Ëåêöèÿ 9 (11.04.15) �Òåîðèÿ
ãðàôîâ�

7 Òåîðèÿ ãðàôîâ

1. G = {V,X, θ} � ãðàô

(a) |V | = m, V = {v1, ..., vm}
(b) X = {x1, ..., xn}
(c) θ(xi) = (vj , vk) � ôóíêöèÿ èíöèäåíòíîñòè

2. Åñëè â ôóíêöèè èíöèäåíòíîñòè äîïóñêàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè âåðøè-
íû, òî ãðàô íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, èíà÷å � îðèåíòèðî-

âàííûì.

(a) (vi, vk) 6= (vk, vi) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (îðãðàô)

3. Åñëè êàêîé-òî ïàðå âåðøèí èíöèäåíòíû íåñêîëüêî ðåáåð, òî îíè íà-
çûâàþòñÿ êðàòíûìè.

4. Åñëè íà êàêîì-òî ðåáðå ïàðà ñîñòîèò èç îäíîé è òîé æå âåðøèíû, òî
òàêîå ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòëåé.

(a) θ(xi0) = (vj0 , vj0), xi0 � ïåòëÿ

5. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â íåì íåò êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü.

6. Ïðîñòîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäîé ïàðå âåðøèí èíöè-
äåíòíî ðîâíî îäíî ðåáðî.
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7. Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî ìíîæåñòâî âåðøèí ìîæíî
ðàçáèòü íà äâà òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ÷òî ðåáðà ñî-
åäèíÿþò âåðøèíû òîëüêî èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ.

8. Äâóäîëüíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà îäíîãî
ïîäìíîæåñòâà ñîåäèíÿåòñÿ îäíèì ðåáðîì ñ êàæäîé âåðøèíîé äðóãîãî
ïîäìíîæåñòâà. [167]

9. Ìàðøðóòîì â ãðàôå áóäåì íàçûâàòü ÷åðåäóþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí è ðåáåð vi1 , xi1 , ..., vil , xil , vil+1, íà÷èíàþùóþñÿ è çàêàí-
÷èâàþùóþñÿ âåðøèíàìè, òàêóþ, ÷òî êàæäîå ðåáðî â íåé ñîåäèíÿåò
äâå ñîñåäíèå âåðøèíû.

(a) Ìàðøðóò, â êîòîðîì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð, íàçûâàåòñÿ öå-
ïüþ.

(b) Ìàðøðóò, â êîòîðîì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí, íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòîé öåïüþ.

(c) Åñëè â ïðîñòîé öåïè ïîâòîðÿþòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåð-
øèíû, òî äàííàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

10. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà äîñòèæèìà èç
ëþáîé äðóãîé âåðøèíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô íàçûâàåòñÿ íåñâÿç-
íûì è îí ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì. Ýòè ÷àñòè íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿç-

íîñòè.

11. Ðåáðî íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò õîòÿ-áû îä-
íìó öèêëó ãðàôà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðåáðî íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷å-
ñêèì.

12. Óòâåðæäåíèå: Åñëè èç ñâÿçíîãî ãðàôà óäàëèòü öèêëè÷åñêîå ðåáðî, òî
âíîâü ïîëó÷åííûé ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. À åñëè óäàëèòü àöèêëè-
÷åñêîå ðåáðî, òî ãðàô ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

13. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, âñå ðåáðà êîòîðîãî � àöèêëè÷å-
ñêèå. Ëåñ � ýòî íåñâÿçíûé ãðàô, âñå ðåáðà êîòîðîãî � àöèêëè÷åñêèå.

(a) ×òîáû ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô áûë äåðåâîì, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ó íåãî ÷èñëî âåðøèí áûëî íà 1 áîëüøå ÷èñëà ðåáåð.

(b) ×òîáû ãðàô áûë äåðåâîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿëèñü åäèíñòâåííûì ìàðøðóòîì.

(c) Ãðàô áóäåò äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîáàâëåíèå â
íåãî ëþáîãî íîâîãî ðåáðà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ðîâíî îäíî-
ãî öèêëà.

14. Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ýòîé âåð-
øèíå.
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15. Ýéëåðîâ öèêë � ìàðøðóò â ãðàôå, êîòîðûé ïðîõçîäèò ïî êàæäîìó
ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç (è íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé è òîé æå
âåðøèíå).

(a) Òå ãðàôû, ãäå âîçìîæåí ýéëåðîâ öèêë, íàçûâàþòñÿ ýéëåðîâûìè
ãðàôàìè.

(b) Êðèòåðèé ýéëåðîâîñòè ãðàôà: Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâÿçíûé ãðàô áåç
ïåòåëü áûë ýéëåðîâûì, íàîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòåïåíü
êàæäîé åãî âåðøèíû áûëà ÷åòíûì ÷èñëîì.

16. Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ ìàðøðóò, êîòîðûé ïðîõîäèò
÷åðåç âñå âåðøèíû è êàæäàÿ âåðøèíà ïðîõîäèòñÿ âñåãî îäèí ðàç.

17. Óêëàäêîé ãðàôà íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå, ïðè êîòîðîì ðåáðà íå ïåðåñåêàþòñÿ (ñîåäèíÿþòñÿ òîëüêî â âåð-
øèíàõ).

(a) Åñëè ñóùåñòâóåò óêëàäêà ãðàôà íà ïëîñêîñòè, òî ãðàô íàçûâà-
åòñÿ ïëàíàðíûì.

(b) Êàæäûé ïëîñêèé ãðàô äåëèò ðåáðàìè ïëîñêîñòü íà íåñêîëüêî
÷àñòåé.

(c) Äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò óêëàäêà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

(d) Åñëè ñóùåñòâóåò óêëàäêà ãðàôà íà ñôåðå, òî ãðàô áóäåò ïëàíàð-
íûì.

(e) Ãðàô ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ïëàíàðåí.

18. Òåîðåìà Ýéëåðà î ïëîñêèõ ãðàôàõ: Äëÿ ïëîñêîãî ñâÿçàííîãî ãðàôà
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå m− n+ p = 2, ãäå:

(a) m � ÷èñëî âåðøèí

(b) n � ÷èñëî ðåáåð

(c) p � ÷èñëî ãðàíåé

(d) Ñëåäñòâèÿ:

i. Äëÿ ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ïðîñòîãî ãðàôà, ó êîòîðîãî áîëëüøå
äâóõ âåðøèí, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå n ≤ 3(m−
2)

ii. Äëÿ ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ïðîñòîãî ãðàôà, ó êîòîðîãî íåò òðå-
óãîëüíûõ ãðàíåé, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå n ≤
2(m− 2)

19. Äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, åñëè îíè ïîëó÷åíû èç îä-
íîãî è òîãî æå ãðàôà ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé
ðàçáèåíèÿ ðåáåð.
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20. Êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè: Ãðàô áóäåò ïëàíàðåí òîãäà è òîãäà, êîãäà
îí ñîäåðæàë ïîäãðàôîâ, ãîìåîìîðôíûõ ãðàôóK5.

21. Îñòîâ ãðàôà � äåðåâî ãðàôà, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû èñõîäíîãî
ãðàôà è êàêîå-òî êîëè÷åñòâî åãî ðåáåð.

(a) Òðåáóåòñÿ íàéòè îñòîâ, ñóììà äëèí ðåáåð êîòîðîãî áóäåò íàè-
ìåíüøåé ñðåäè âñåõ îñòîâîâ ýòîãî ãðàôà.

i. Ïåðåîáîçíà÷èì ðåáðà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äëèíû l(x1) ≤
l(x2) ≤ l(x3)

ii. Ñîñòàâèì îñòîâ, âûáèðàÿ ðåáðà äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå îáðà-
çóþò ïåòëþ èëè öèêë.

22. Ïàðàñî÷åòàíèåì äâóäîëüíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî
íåñìåæíûõ âåðøèí ýòîãî ãðàôà.

(a) Ïàðàñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ äàííîãî ãðàôà,
åñëè îíî ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ñðåäè âñåõ ïàðàñî÷å-
òàíèé ýòîãî ãðàôà.

(b) Ïàðàñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì èç v â w, åñëè ÷èñëî
ðåáåð â íåì ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âåðøèí â ìíîæåñòâå v.

(c) Ñîâåðøåííîå ïàðàñî÷åòàíèå îáÿçàòåëüíî ìàêñèìàëüíî.

(d) Òåîðåìà Õîëëà: Äëÿ òîãî, ÷òîáû â äâóäîëüíîì ãðàôå ñóùåñòâîâà-
ëî ñîâåðøåííîå ïàðàñî÷åòàíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S âûïîëíÿëîñü |S| ≤ |φ(S)|. È
íàîáîðîò, åñëè ñîâåðøåííîãî ïàðàñî÷åòàíèÿ íåò, òî ñóùåñòâóåò
õîòÿ-áû îäíî ïîäìíîæåñòâî S òàêîå, ÷òî |S| > |φ(S)|.

(e) Ïàðàñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ê íåìó íåëüçÿ äîáàâèòü
íè îäíîãî ðåáðà ãðàôà, íå íàðóøèâ óñëîâèÿ íåñìåæíîñòè ðåáåð.
[169]

(f) Ðåáðà, âõîäÿùèå â ïîëíûå ïàðàñî÷åòàíèÿ áóäåì íàçûâàòü òîë-
ñòûìè, à âåðøèíû, ñîåäèíåííûå òàêèìè ðåáðàìè áóäåì íàçûâàòü
íàñûùåííûìè.

(g) ×åðåäóþùåéñÿ öåïüþ áóäåì íàçûâàòü öåïü â ãðàôå, â êîòîðîé
òîíêèå è òîëñòûå ðåáðà ÷åðåäóþòñÿ.

(h) Òîíêîé ÷åðåäóþùåéñÿ öåïüþ áóäåì íàçûâàòü ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü,
íà÷èíàþùóþñÿ è çàêàí÷èâàþùóþñÿ òîíêèìè ðåáðàìè.

(i) Âåíãåðñêèé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðàñî÷åòàíèÿ:
[169]

i. Íàõîäèì ïîëíîå ïàðàñî÷åòàíèå Π = {(v1, w1), (v2, w2)}
ii. Äëÿ äàííîãî ïàðàñî÷åòàíèÿ èùåì òîíêóþ ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü

(ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé äâå íåíàñûùåííûå âåðøèíû, â êî-
òîðîì òîíêèå è òîëñòûå ðåáðà ÷åðåäóþòñÿ). Åñëè òàêîãî ïóòè
íåò, òî àëãîðèòì çàêîí÷åí è èìåþùååñÿ ïàðàñî÷åòàíèå ìàê-
ñèìàëüíî. v3w1v1w3
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iii. Â èìåþùåìñÿ ïàðàñî÷åòàíèè óáèðàåì òå òîëñòûå ðåáðà, êîòî-
ðûå âõîäÿò â ïóòü è çàìåíÿåì èõ òåìè òîíêèìè ðåáðàìè, êî-
òîðûå âõîäÿò â íàéäåííûé ïóòü. Π = {(v3, v1), (v1, w3), (v2, w2)}.
Â íîâîì ïàðàñî÷åòàíèè ðåáåð áóäåò íà 1 áîëüøå, ÷åì â ñòà-
ðîì.

iv. Ñ íîâûì íàéäåííûì ïàðàñî÷åòàíèåì èäåì â ïóíêò 2.

7.1 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôîâ

1. Àíàëèòè÷åñêèé:

(a) x1 � (vj1 , vk1)

(b) ...

(c) xn � (vjn , vkn)

(d) vl1 , ..., vlp � èçîëèðîâàííûå âåðøèíû

2. Ãåîìåòðè÷åñêèé [166]

3. Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè:

(a) Amxn = aij

(b) Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ:

i. aij = 0, åñëè âåðøèíà v1 íå èíöèäåíòíà ðåáðó xj
ii. aij = 1, åñëè âåðøèíà v1 èíöèäåíòíà ðåáðó xj

(c) Äëÿ îðãðàôîâ:

i. aij = 0, åñëè âåðøèíà vi íå èíöèäåíòíà ðåáðó xj
ii. aij = −1, åñëè vi � íà÷àëî ðåáðà xj
iii. aij = 1, åñëè vi � êîíåö ðåáðà xj

(d) Äàííûé ñïîñîá ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ãðàôîâ áåç ïåòåëü

(e) A4x5 =


0 0 1 1 0
1 0 1 0 1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...


4. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè:

(a) Bmxm = bij

(b) bij = ÷èñëó ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ïàðå âåðøèí (vi, vj)

(c) B4x4 =


0 1 1 0
1 0 1 1
... ... ... ...
... ... ... ...


(d) Åñëè ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé, òî ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñèììåò-

ðè÷íà.
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7.2 Ìèíèìàëüíûå ïóòè â ãðàôàõ

1. Êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ïóòü â ãðàôå, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû è
ñîäåðæàùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð. [168]

(a) Γ(v)

(b) Γ−1(v) � ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðîõ ìîæíî ïîïàñòü â âåðøè-
íó v, ïðîéäÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðåáðó.

2. Äëÿ ãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäîìó ðåáðó ñòàâèòñÿ â ñîîòñâåòñòâèå ÷èñëî,
íàçûâàåìîå åãî äëèíîé. l(vi, vj). [168] Òðåáóåòñÿ íàéòè ïóñòü òàêîé,
÷òî ñóììà äëèí ðåáåð ó ýòîãî ïóòè ìèíèìàëüíà äëÿ âñåõ ïóòåé, èäó-
ùèõ èç a â b.

(a) Íà÷àëüíîé âåðøèíå a äàåì ìåòêó λa = 0. Âñåì îñòàëüíûì âåð-
øèíàì λi = +∞.

(b) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ïðîâåðÿåì: åñëè λj − λi > l(vi, vj), òî λj =
λi + l(vi, vj)

(c) Òà ìåòêà, êîòîðàÿ îñòàíåòñÿ ó âåðøèíû b áóäåò ðàâíà äëèíå ìè-
íèìàëüíîãî ïóòè. Ñàì ïóòü èùåòñÿ îáðàòíûì õîäîì îò âåðøèíû
b íàçàä ê âåðøèíå a.

×àñòü IX

Ëåêöèÿ 10 (2.05.15) �Àëãîðèòì
îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ (çàäà÷à
îá îïòèìàëüíîì íàçíà÷åíèè)�

8 Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ

1. A = (aij) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 4 4 2
2 5 6 3
1 6 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ - ìàòðèöà ýôôåêòèâíîñòè
(a) vi - ðàáîòíèê

(b) wi - ðàáîòà

(c) aij - ýôôåêòèâíîñòü

2. Òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ðàáîòíèêàìè òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå ðàáîòû, êàæäûé ðàáîòíèê âûïîëíÿë òîëüêî
îäíó ðàáîòó è ñóììàðíàÿ ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò áûëà áû
ìàêñèìàëüíîé ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ðàáîò.

28



3. Â òåðìèíàõ ìàòðèöû ýôôåêòèâíîñòü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî íàéòè
ñðåäè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû n ýëåìåíòîâ â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ
òàê, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ìàêñèìàëüíîé.

4. Â ðàìêàõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ïîëíûé äâóäîëü-
íûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå è êàæäîìó ðåáðó
viwj ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò aij . Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîâåðøåííîå ïàðàñî-
÷åòàíèå, ñóììà äëèí ðåáåð êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõ ñîâåð-
øåííûõ ïàðàñî÷åòàíèé.

8.1 Àëãîðèòì

1. Êàæäîé âåðøèíå vi ñòàâèì ìåòêó ai. ai = maxj aij , bj = 0

2. Âûäåëÿåì âñå ýëåìåíòû aij , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ai+bi =
aij

3. Ñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô, â êîòîðûé âõîäÿò âñå âåðøèíû vi è wj è
òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2.

4. Èùåì ìàêñèìàëüíîå ïàðàñî÷åòàíèå â ïîñòðîåííîì ãðàôå. Åñëè íàé-
äåííîå ïàðàñî÷åòàíèå áóäåò ñîâåðøåííûì, òî îíî äàåò ðåøåíèå çàäà-
÷è. À åñëè îíî íå áóäåò ñîâåðøåííûì, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

5. Íàõîäèì òàêîå ïîäìíîæåñòâî S, ÷òîáû ÷èñëî ñìåæíûõ åìó âåðøèí
áûëî ñòðîãî ìåíüøå.

(a) S = {v1, v2, v3, v4}
(b) φ(S) = {w2, w3, w4}

6. Ó âñåõ íàéäåííûõ âåðøèí vi ∈ S óìåíüøàåì ìåòêó ai íà åäèíèöó. Ó
âñåõ íàéäåííûõ âåðøèí wj ∈ φ(S) ìåòêó bj óâåëè÷èâàåì íà åäèíèöó.

7. Ñ íîâûìè ìåòêàìè ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

8.2 Ïîòîêè â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ

1. M−(v) - ìíîæåñòâî ðåáåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíó
M+(v) - ìíîæåñòâî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû

2. Òðàíñïîðòíîé ñåòüþ íàçûâàåòñÿ ñâçÿíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
áåç ïåòåëü, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà a, íàçûâàåìàÿ èñòîêîì, äëÿ
êîòîðîé M−(a) = 0

(b) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà b, íàçûâàåìàÿ ñòîêîì, äëÿ
êîòîðîé M+(b) = 0
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(c) Êàæäîìó ðåáðó x ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå öåëîå íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðåá-
ðà.

3. Ïîòîêîì â òðàíñïîðòíîé ñåòè íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà âñåõ ðåáðàõ ãðàôà è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(a) Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîòîêà φ(x) íà êàæäîì ðåáðå x íå ïðåâîñõîäèò
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðåáðà. φ(x) ≤ C(x)

(b) Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû v 6= a, v 6= b

4.
∑
x∈M−(v) φ(x) =

∑
x∈M+(v) φ(x)

5. Âåëè÷èíîé ïîòîêà |φ(x)| = valφ =
∑
x∈M+(a) φ(x) íàçûâàåòñÿ ñóììà

çíà÷åíèé ïîòîêà íà âñåõ ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç èñòîêà èëè âõîäÿùèõ
â ñòîê.

6. Ïîòîê â äàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïîòîêà âûïîëíåíî óñëîâèå |φ| ≤ |φ∗max|

7. Ðàçðåçîì ðåáðà, îòäåëÿþùèì èñòîê îò ñòîêà, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âåðøèí, äëÿ êîòîðîãî a ∈ S, à b 6∈ S, èç êîòîðîãî âûõîäÿò ðåáðà,
âõîäÿùèå â âåðøèíû ìíîæåñòâà S′.

(a) Ïðîïóñêíî ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðîïóñê-
íûõ ñïîñîáíîñòåé ðåáåð ýòîãî ðàçðåçà.

(b) Ðàçðåç â òðàíñïîðòíîé ñåòè íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè åãî
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íàèìåíüøàÿ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ðàç-
ðåçîâ.

8. Óòâåðæäåíèå (òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà): Â òðàíñïîðòíîé ñåòè
âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíè-
ìàëüíîãî ðàçðåçà.

×àñòü X

Ëåêöèÿ 11 (23.05.15) �Ïîäãîòîâêà
ê ýêçàìåíó�

9 Ïîäãîòîâêà ê ýêçàìåíó

1. Àêñèîìû Áóëåâîé àëãåáðû

(a) Áóëåâû âåêòîðà è ôóíêöèè
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2. Ñïîñîáû çàäàíèÿ Áóëåâûõ ôóíêöèé

(a) Ñïåöèàëüíûå ôîðìû: ÄÍÔ (äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà)
è ÊÍÔ (êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà)

(b) Ämin ìåòîäîì Êâàéíà èëè êàðòîé Êàðíî

(c) Ïîëèíîì Æåãàëêèíà

3. Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà

(a) Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîë-
íîé, åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé
∀f = FΣ, ãäå FΣ - ôóíêöèè, íàõîäÿùèåñÿ â ñèñòåìå.

(b) Êðèòåðèé ïîëíîòû (òåîðåìà Ïîñòà): Ñèñòåìà áóäåì ôóíêöèî-
íàëüíî ïîëíîé, åñëè îíà íå âõîäèò ïîëíîñòüþ íè â îäèí èç çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ:

i. T0 - êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0. f(0, ..., 0) = 0

ii. T1 - êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1. f(1, ..., 1) = 1

iii. S - ñàìîäâîéñòâåííîñòü ôóíêöèè

iv. M - ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè

v. L - ëèíåéíîñòü ôóíêöèè: ÷èñëî íóëåé è åäèíèö â òàáëèöå
èñòèííîñòè äîëæíî ñîâïàäàòü.

(c) Àëãîðèòì:

i. Áåðåì ôóíêöèþ, íå ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó T0 è â íåé îòîæ-
äåñòâëÿåì àðãóìåíòû g(x, ..., x).

ii. Åñëè g(x, ..., x) = 1, òî áåðåì ôóíêöèþ íå èç êëàññà T1 è
ïîäñòàâëÿåì åäèíèöó â íåå, ïîëó÷àÿ êîíñòàíòó 0.

4. Îñíîâíîå ïðàâèëî êîìáèíàòîðèêè: Åñëè ïåðâóþ ÷àñòü ìîæíî âûáðàòü
n ñïîñîáàìè, à âòîðóþ m ñïîñîáàìè, òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé
ðàâíî n ·m.

5. Ãðàôû

(a) Äåðåâî - ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ

i. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü âñåãî ëèøü îäèí ìàðø-
ðóò.

ii. Åñëè äîáàâèòü ëþáîå ðåáðî ê äåðåâó, òî âîçíèêíåò ðîâíî îäèí
öèêë.

iii. ×èñëî âåðøèí íà 1 áîëüøå ÷èñëà ðåáåð.

(b) Îðèåíòèðîâàííîñòü

(c) Ïëàíàðíîñòü: ãðàô ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáåð.
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i. Êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè

(d) Ïàðàñî÷åòàíèå: ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð.

(e) Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ:

i. A = (aij) - ìàòðèöà ýôôåêòèâíîñòè

ii. (vi, wj)

(f) Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü - îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü îä-
íà âåðøèíà, èç êîòîðîé òîëüêî âûõîäÿò ðåáðà, è îäíà âåðøèíà,
â êîòîðóþ òîëüêî âõîäÿò ðåáðà, à êàæäîìó ðåáðó ñîïîñòàâëåíà
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü.

6. ßäðîâûé èíòåðâàë - èíòåðâàë, ñîäàðæàùèé âåðøèíó, ïðåíàäëåæàùóþ
òîëüêî åìó.
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